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Contextualizacion del tema

 Conocimientos que se adquieren en este tema:

Concepto de secuencia de ponderacion.
Ecuaciones en diferencias lineales.

La transformada Z y sus propiedades basicas.
La antitransformada Z.

El concepto de funcidn de transferencia en Z como modelo de un
sistema.

Como el concepto de funcion de transferencia y la antitransformada
permiten resolver la ecuacion en diferencias de un sistema.
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Introduccion

 En un sistema de control por computador los sensores, el calculo de
la accion de control y su aplicacion se realizan en ciertos instantes
de tiempo sistema muestreado

w(kT),y(kT) k=0,1,...

» El sistema de control recibe por tanto valores y, y genera valores u,,
gue forman secuencias:

{yr} =40,0,1,1,...} AHur}=14{1,1,0,-2,...}

« [Estas secuencias de salida y entrada van a estar relacionadas por
ecuaciones en diferencias:

Y = a1Yp—1ta2yg—o+- - tanyp_n+bourp+o1up_1+- - -+bomug_,

1
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Secuencias de ponderacion

Secuencia de ponderacion {g, } = { d,, 91,

}: la secuencia

obtenida a la salida de un sistema discreto cuando a la entrada hay
una secuencia de impulso unitario{d, } ={1,0,0, }

6,={1,0,0,...}

Sistema
Discreto

{97{9,.9.9,.---}

A .

>

»

g, 92
9

NN

Si a un sistema discreto se le aplica una secuencia de entrada {u,}

tal que

=00

{ury = > w-{0x_1}

se obtendra a la salida la secuencia;:

[=0

=00

[=0

{uy = > w-{gk—1}



Secuencias de ponderacion

* La expresion:
[=o0

{uy = D> w-{gp—1}

_ [=0
se puede desarrollar como:

{vr} = wo-{90,91,92,-} +v1-{0,90,91,- -} +u2-{0,0,91, -} +---
= uQgo + upg1 +upg2 + - T U190 + U191 + -+ U290 T - -
= go-{ugt +91 - {up—1t +92-{up_2}+ -
llegandose a: I—o0

{ye} = > - {w—i}
(=0
* Luego conociendo la secuencia de ponderacion podemos conocer la

secuencia de salida dada la secuencia de entrada. Lo anterior se puede
poner como:

=0
{ye) = l;) g - {up—1} = {gk}@&}
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Ecuaciones en diferencias lineales

Trabajar con secuencias es muy engorroso.

Otra forma de representar sistemas lineales discretos en mediante
ecuaciones en diferencias lineales:

Y = a1Yg—1Ta2Yp_o+- - Fanyp_p+boup+biug_1+- - -+bdbmug_m,

Permite hallar el valor de la salida del sistema en un instante determinado.
‘n’ es el orden de la ecuacion.

Para hallar la solucion de la ecuacion en diferencias son necesarias unas
condiciones iniciales:

Y1-—n>Y2—ms "5 Y0

Calculo dey k solucion de la ecuacion en diferencias:
— lterando la propia ecuacion (método computacional).
— Meétodo clasico para resolver ecuaciones en recurrencia.
— Uso de la transformada Z.



Metodo computacional

e Consiste simplemente en usar la propia ecuacion en un bucle para
Ir obteniendo los términos. Ejemplo:

Yk = Yk—1 T Yk—2

B Ls
21




1)
2)

3)

4)

Yo
Y1

Método clasico

Ejemplo clasico, la ecuacion de Fibonacci:
Yk = Yg—1 T Yg—2 yo =y1 = 1;
Suponer una solucion y, = zk.

Sustituirla en la ecuacion y resolverla hallando los n valores z;, que
satisfacen la ecuacion:
ok = k-1 k=2 11\/_

22 =2z+1 — 212 =

Construir una solucion general mediante la combinacion lineal de las
soluciones anteriores:

N k k k
Y = >, Azl — yp = A127 + Agz5

=1
Hallar los A; mediante las condiciones iniciales:
=1 = A1+ A 145 -1++V5
= 1 = Ajz1+ Aoz 25 25

_ (4B (4B, (~1+V5) (1- V5"
= (5 (F27) + (5550 (27)

Método no apropiado para el estudio de sistemas dis  cretos
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Transformada Z

Permite trabajar mas cOmodamente gque con las secuencias y
usando la transformada inversa resolver ecuaciones en diferencias.

Parte de una sefal continua x(t) que es muestreada obteniéndose
una secuencia:

gue es equivalente a: o
() = > x(kT)o(t — kT)
k=0
La transformada de Laplace de x’(t) se calcula como:
o

X(s)=LA{z*(t)} = ({x*(t)e_s’fdt

o0
= 3 z(kT)e ks
k=0

Definiendo una nueva variable z como z = e’ *la expresion anterior

ueda: s
: Z{zp} =X(z)= ) zpz R
k=0




Transformadas Z de algunas senales tipicas

« Sefal impulso:

— Esta senal tiene como secuencia asociada{d, }={1,0,0, 1}y
su transformada es:

o0
Z{0 = S " =105p2"=1
k=0

« Sefal escalon:
— Estasenales{u,}={1,1,1, }y sutransformada es:

1 z

Z{Uk}:U(Z): E ukz_ — E =~ zl_z—lzz_]_
k=0 k=0

« Sefal {ak}:

O
Z {ak} = kgo afz7k =

i (E)kzli =

a
k=0 ‘7 z *74a

oC
Recuérdese que: Y =¥ = Si |z| < 1
k=0

1 —=x




Transformadas Z de algunas senales tipicas

e Sefal {ea}:

2=

e Sefal { kak}:

z{ka} = az{ka* 1} =az{ at} =07 2 {a)

da da
— aail (1 - az_l)_l =a(—1) (1 — a,z_l)_2 (—z_l)
a,z_l az

(1 — az_l)_2 (z — G)Q

o Senal { KT}

T
Z{TY = —
(z—-1)
. A § bkT 1-
Senal { kT e }: BT
z {kTeika} _

2
(Z _ eibT)



Tablas de transformada Z

X (s) x(t) x(kT) o x(k) X(z)
1 1
% 1(t) 1(k) 1_1z_1
" e—at e kT T
1 T2—1
= t kT 112
a | 1{_-at| {_ o—akT (1—e~@)z""
s(s+a) (1—z-1)(1—e—aT;-1)
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Propiedades de la transformada Z

« Linealidad:
— Se verifica que:
Z{a-{zr} +b-{yr}} = aX(2) +bY (2)
 Desplazamiento en k:
— Desplazamiento hacia delante:

n—1

— Desplazamiento hacia detras (asumiendo x, igual a cero para k
negativos):

Z{zxy_,} = 27"X(2)

e Convolucion:

k
Z{zp*{ypt =2 { > wzykz} = X(2)Y(z)
=0



Propiedades de la transformada Z

Teorema del valor final. El valor para k tendiente a infinito de la
secuencia {x,} viene dado por:

Too = liMm zp = lim(z — 1)X(2)
& z—1

— OO

Ejemplo: Valor final de un escaldn unitario:

z
z—1

=1

Too = liMm zp = Iim(z—1)X(2) = |im1(z—1)

k—o0 z—1

Teorema del valor inicial. El valor para k=0 de la secuencia {x,}
viene dado por:

g =— lim X(z)

zZ—r 00
Ejemplo: Valor inicial de un escalon unitario:

: z , 1

rxo = lim = lim T
Z—00 » — ] Z—00 1 £

Z

=1
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Transformada Z inversa

Es la operacion que permite obtener la secuencia temporal a partir de
su transformada Z.:

271X (2)} = {z}}

Método de serie infinita de potencias:

— Realizar la division entre el numerador y el denominador de la transformada
Z. Los coeficientes del cociente seran la representacion temporal de la
secuencia.

Método de descomposicion en fracciones simples:

— Descomponer la representacion en transformada Z en fracciones simples y
aplicar las equivalencias correspondientes a cada fraccion buscando en las
tablas de la transformada Z.

— Cuando la transformada Z tiene en su numerador un termino z es mejor
descomponer X(z)  enlugar de X(z) directamente.
A



Transformada Z inversa

Ejemplo de “método de serie infinita de potencias”. Sea
z
X(z) =

Al realizar la division se obtiene:

S 1—|—cz_1—|-c2z_2—|-c3z_3+~-

zZ—cC

Por tanto la secuencia temporal es:

{me) = {L,6,¢%, %} = {F)}

Ejemplo de “metodo de descomposicion en fracciones s Imples”. Sea
(1 —e 1),

(z —1)(z —eal)

Al tener el numerador un término z:

< — C

X(z) =

X(z A B
() _ 4 | B
z z—1 z—e ¢
Resultando A=1, B=-1, por lo que:
z z
X(z) = — — {1 — —akT
(2) T — > {z}={1—e¢ }



Transformada Z inversa — Casos particulares

« Latransformada Z no contiene polos multiples:

X(z): a1 n ao T an
< <—P z— P2 £ — Pn
donde:
X(z
a = (2 - p) 2
© le=p
 Ejemplo:
X(z) = ©

(z—0.9)(z—-0.8)(z—0.7)

1 1 1
X(z) _ 01x02 4 =0.Ix01 | —02x=01
Z (z—0.9)  (2—0.8) (z —0.7)
2 z z

X(2) =505y 7100 oy TG —o

z(k) = 50 x 0.9 — 100 x 0.8 + 50 x 0.7%



Transformada Z inversa — Casos particulares

 El numerador es del mismo grado que el denominador:
— Hay que dividir los polinomios antes de poder hacer nada:

6224+ 3z 42 —39z — 58
X(2) = —3
(2) T 521 142 + 20

2224+ 14z +20

» Existen polos reales repetidos:
— Caso mas dificil.
— Existe un meétodo generalizable a multiplicidad n que implica derivar.
— Método mas sencillo: multiplicacion cruzada.
X(Z)= z+3 =A1+ A2 n A3 + A4
2(z+2)2(z+5) 2z (2+2) (2+2)? (2+5)

Se multiplica ambos términos por el denominador:

z+3
2(z 4+ 2)2(z 4+ 5)

2(242)?(245) ( A3 Ag )

()2 Ay A2
)_z("”) (Z+5)(z T et T Gr2 TGty



Transformada Z inversa — Casos particulares

 El producto queda:

243 = (242)%(2+5)A1+2(24+2)(2+5) Ao+2(2+5) Az+2(2+2)% A4
e Agrupando por términos:
243 = (A1+ A2+ A2) 23+ (9A1 +TAx+ A3+4A4)2° +(24A1+10A2+5A3+4A4) 242041

se identifican coeficientes y se forma un sistema de ecuaciones:

A1+ A>+ A4 = O A1 = 0.1500
QA1 +T7A>+ A3+ 4A, = O A, = —-0.1944
24A1 + 10A>, +5A3+4A, = 1 j‘> Az = —-0.1667



Transformada Z inversa — Casos particulares

e (Caso de polos complejos:

— Meétodo para polos reales distintos: coeficientes A, complejos.
— Metodo alternativo: dejar un termino de segundo grado:

z+3 A Bz+C

X — =
(2) (z4+5)(z2+42+5) z+5+22—|—4z+5
se usa el metodo del producto cruzado:
A Bz+C
3 = (245)(2°+42+5 ( )
=t (24-8)(z"+42+5) z—|—5+z2—|—4z—|—5

A+B = 0 A = -0.2

AA+5B+C = 1 :> B = 0.2

5A4+5C = 3 C = 0.8
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Funcion de transferencia en Z

Sea un sistema con unas secuencias de entrada, salida y
ponderacion:
{u,} W2

{9,}

Teniendo en cuenta la relacion entre la secuencia de entrada y la
de salida y la propiedad de convolucion se tiene que:

Y(2) =Z{y} =2 { > g {ukl}} = G(2)Y(2)
1=0

Luego:

G(z) = Y (=) < #

U(z)

La funcion de transferencia de un sistema discreto es la
relacion entre la transformada de la salida del sistemay la




Funcidn de transferencia en Z

La funcion de transferencia relaciona la salida con con la entrada en
sistemas lineales invariantes en el tiempo:

Y(z) =G(2)U(z)

Es una funcion racional (cociente de dos polinomios) de la variable
compleja z:

G(z) = %

Aquellos valores z=z, para los que N(z) = 0 se llaman ceros de G(z).
Aquellos valores z=p, para los que D(z) = 0 se llaman polos de G(z).

Si una funcion de transferencia G(z) tiene un polo en p, y se cumple que

G'(z) = (2 — po)?PG(2)

no tiene ningun polo o cero en p,, entonces se dice que G(z) tiene un polo
de orden p en p,.



Funcidn de transferencia en Z

 En la practica, la funcion de transferencia en Z se puede obtener a partir de
la ecuacion en diferencias:

Usando el operador z! sobre cada término:

y agrupando:
-1 -2 —n _ —1 —m
(l—a,lz —aoz < — - —anpz )Y(z)—(bo—l—blz + -4 bz )U(z)

se obtiene;:



Resolucion de ecuaciones usando la transformada
Z Inversa

 Laidea es obtener la transformada Z de la ecuacion en diferencias y
después antitransformar obteniendo la secuencia equivalente.

 Ejemplo:

e Suponiendo una entrada escalon:

=
o

e Antitransformando cada término:

- N w £ (9] (o)) ~ © ©
T T T T T T T T



Algebra de blogues

» El uso de la funcidn de transferencia para representar sistemas discretos
permite emplear diagramas de bloques como ocurre con los sistemas
continuos  Algebra de bloques.

Funciones de transferencia en serie

Funciones de transferencia en paralelo



Algebra de bloques



Algebra de bloques

Funcion de
transferencia de
bucle cerrado

Funcion de
transferencia del
error
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Funciones de Matlab utiles

Toolbox de matématica simbolica.
syms define los simbolos:

ztrans devuelve la transformada Z de la expresion:

iztrans devuelve la transformada Z inversa de la expresion:

Las expresiones no coinciden con las encontradas en las tablas,
pero son equivalentes.

simplify simplifica la expresion:

Tambien se cuenta con la funcion residue;

"



